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У статті представлена розробка матема-
тичної моделі для системи комплексного радіо-
екологічного моніторингу промислово-міської 
агломерації м. Дніпродзержинська (Україна). 
Розглянуто систему моніторингу як складо-
ву частину контуру управління і проаналізова-
но основні математичні залежності, що опису-
ють цей процес. Визначено особливості регіону 
досліджень та сформульовано критерії вирі-
шення подібних задач
Ключові слова: математична модель, ком-
плексний моніторинг, контур управління, про-
мислово-міська агломерація
В статье представлена разработка мате-
матической модели для системы комплексного 
радиоэкологического мониторинга промышлен-
но-городской агломерации г. Днепродзержинска 
(Украина). Рассмотрена система мониторинга 
как часть контура управления и проанализиро-
ваны основные математические зависимости, 
описывающие этот процесс. Определены осо-
бенности региона исследований и сформулиро-
ваны критерии решения подобных задач
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Урановидобувна галузь (як і галузі, що добувають 
інші метали та сировину) представлена послідовним 
рядом виробництв: видобуток – збагачення (отриман-
ня мінеральних чи породних концентратів) – отриман-
ня первинного промислового продукту у вигляді солей 
урану [1].
Вміст урану більший за природній його вміст в 
земній корі (кларки) або офіційно встановлені гранич-
но допустимі концентрацій (ГДК), кількість урану на 
тій чи іншій ділянці земної кори негативно впливають 
на навколишнє середовище, особливо на живі організ-
ми, перш за все на людину: по-перше – як токсичний 
елемент и продуцент токсичних радіонуклідів; по-дру-
ге – як джерело радіоактивного випромінювання. У 
силу цього роботи з видобутку, збагачення, переробки 
руд, зберігання, переробки та захоронення відходів 
гірничодобувних, збагачувальних і гідрометалургій-
них виробництв уранової галузі вимагають особливих 
заходів безпеки, як промислової, так і екологічної [2]. 
При всіх роботах і виробництвах в урановій галузі по-
винні строго дотримуватися норми радіаційної безпе-
ки (НРБ), затверджені офіційно [3].
Найбільш шкідливим наслідком при збагаченні 
руд є накопичення значних обсягів відхідних вод, 
хвостів і шламів збагачення. Відхідні води скидаються 
в спеціальні відстійники, вони містять численні шкід-
ливі сполуки розчинених і твердих компонентів, що 
здатні викликати зараження поверхневих і підземних 
вод значних територій. Хвости і шлами складуються 
в спеціальних поглибленнях на денній поверхні, вони 
завжди обводнені за масою, хоча поверхневий шар 
може бути в ряді випадків сухим. Вони займають знач-
ні земельні ділянки, приводять до зміни природних 
ландшафтів; дренаж збагачених токсичними речови-
нами вод призводить до засолення і забруднення по-
верхневих і підземних вод; вітрова ерозія сухих повер-
хонь хвосто- і шламосховищ призводить до запилення 
повітря та забруднення прилеглих територій пилом, 
який часто містить токсиканти [4].
Останні часто представлені найдрібнішими урано-
вмісними радіоактивними частинками пилу, які мо-
жуть не тільки забруднювати поверхневий шар ґрунту 
і поверхневі води, а й осідати безпосередньо на не-
захищених ділянках людського тіла або потрапляти 
в легені при диханні. Особливо небезпечні еманації 
радіоактивних газів (радону і торону) [5]. 
З метою зниження негативного екологічного впли-
ву від відвальних порід і шламів збагачення рудної 
маси вони можуть використовуватися як закладний 
матеріал у відпрацьований простір гірських виробок; 
доступ до них поверхневих вод повинен бути обмеже-
ний; вони повинні бути гідроізольовані від ґрунтових 
вод; повинен бути проведений комплекс заходів щодо 
захисту від вітрової ерозії, розмиву і розносу на суміж-
ні території. У проектах повинна бути передбачена по-
дальша рекультивація території гірничого відводу [6]. 
Екологічні проблеми урановидобувних і уранопе-
реробних виробництв завжди були предметом осо-
бливої уваги відомчих, місцевих та громадських ор-
ганізацій. Для мінімізації шкоди, що завдається та 
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рекультивації територій потрібні значні трудові, ма-
теріальні та фінансові витрати [7].
В Україні, як і у всіх колишніх країнах Союзу 
в результаті видобутку і переробки уранової руди, 
спочатку для військових цілей, потім для атомної 
енергетики, утворилося багато радіоактивно-забруд-
нених територій. Прикладом такого забруднення є 
хвости уранового виробництва колишнього Виробни-
чого об’єднання «Придніпровський хімічний завод» 
(ВО «ПХЗ»), що знаходяться в промислово-міській 
агломерації м. Дніпродзержинська [8]. Однак недо-
статнє фінансування унеможливило практичну реалі-
зацію всіх заходів на території міста – не виконані вже 
розроблені проекти, не дотримуються вимоги чинного 
законодавства, що тягне наростання екологічних ри-
зиків для проживання і здоров’я населення міста та 
прилеглих територій.
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми
В таких провідних та високо розвинутих країнах 
як Канада, США та Австралія [9–11] системи комп-
лексного радіоекологічного моніторингу будуються 
з урахуванням кліматичних умов, відстані до насе-
лених пунктів, об’єктів водозабору, щоб мінімізувати 
негативних вплив на людину та зменшити потен-
ційну загрозу забруднення об’єктів навколишнього 
середовища, що знаходяться в зоні впливу уранових 
хвостосховищ. Ще однією передумовою проведення 
успішної реабілітації земель є економічна компонента. 
В цих країнах комерційні урановидобувні підпри-
ємства вкладають гроші у фонди виведення шахт з 
експлуатації ще на початку своєї діяльності, що запобі-
гає утворенню нових покинутих забруднених об’єктів 
видобутку урану, щоб їх очищення не оплачувалося за 
гроші платників податків [12].
Країни ЄС [13, 14] є яскравим прикладом пра- 
вильного підходу до реалізації програм з розміщення 
постів радіоекологічного моніторингу. Проводиться 
не тільки ремедіація та реабілітація територій, з ура-
хуванням всіх кліматичних факторів, особливостей 
місцевого ландшафту але і проходить довготривалий 
процес роботи з громадськістю щодо приведення тери-
торії в суспільно прийнятний естетичний стан. Важ-
ливо підкреслити, що істотні відмінності у вартості 
програм визначаються лише планованим кінцевим 
станом і рівнем соціальної прийнятності очікуваного 
результату реабілітації [15].
В Україні у межах промислово – міської агломера-
ції м. Дніпродзержинська сформувався специфічний 
мікроклімат. Його формування зумовлене впливом 
антропогенних чинників – викидами великих про-
мислових підприємств і специфікою забудови міста. 
Якісний стан повітря незадовільний. В атмосфері мі-
ста спостерігаються перевищення граничних концен-
трацій газових домішок, аерозолів і пилу, що істотно 
впливає на радіаційний режим, теплофізичні та інші 
характеристики повітряного середовища.
На території ВО «ПХЗ» та за його межами утворено 
сім хвостосховищ («Західне», «Центральний яр», «Пів-
денно-східне», «Дніпровське», «Сухачівське» (перша 
і друга секції) і «Лантанова фракція»), два сховища 
відходів уранового виробництва («ДП- 6» і «База С») 
і цех для отримання окису-закису урану з азотнокис-
лих розчинів (будівля № 103). 
У хвостосховищах накопичено до 42 млн. т відхо-
дів переробки уранових руд (далі - відходи-хвости) 
загальною активністю 3,2х1015 Бк (середня питома 
активність – 76 кБк/кг). У сховищах відходів урано-
вого виробництва «ДП-6» і «База С» накопичено до 
0,2 млн. т відходів уранового виробництва загальною 
активністю 4,4х1014 Бк (середня питома активність – 
2,3 МБк/кг). Загальна площа хвостосховищ – 
2,77 млн. м2. Потужність експозиційної дози знахо-
диться в межах від 10 до 35000 мкР/год [16].
Відходи-хвости складувались в прилеглих до 
Придніпровського хімічного заводу глиняних 
кар’єрах і ярах, які для цього не були спеціально під-
готовлені.
Екологічні проблеми промислово-міської агломе-
рації м. Дніпроджержинська в останні роки настільки 
загострилися, що їх можна з впевненістю віднести 
до загальнонаціональних екологічних проблем. За 
рівнем техногенного навантаження Дніпропетровсь-
ка область знаходиться на другому місці в Україні, 
а за обсягом промислових викидів в атмосферу 
м. Дніпродзержинськ займає в області друге місце.
З наведеного вище випливає, що проблеми, які 
існують на проммайданчику колишнього ВО “ПХЗ”, 
мають комплексний характер і стосуються багатьох 
аспектів, а саме: екологічних, технологічних, медич-
них, соціальних. Саме тому наявність у промислово – 
міській агломерації м. Дніпродзержинська систем 
комплексного автоматизованого радіоекологічного 
моніторингу зможе вирішити цілий комплекс про-
блем, що стосуються міста і які неможливо вирішити 
на галузевому, місцевому чи регіональному рівні. 
Отже, держава має взяти на себе повну відповідаль-
ність за безпеку м. Дніпродзержинськ та його меш-
канців. А створення систем комплексного радіое-
кологічного моніторингу стене першим етапом на 
шляху вирішення екологічних проблем міста та його 
жителів.
3. Мета та задачі дослідження
Метою роботи є розробка математичної моделі 
(на початковому етапі) для радіоекологічного комп-
лексного автоматизованого моніторингу промисло-
во-міської агломерації м. Дніпродзержинська, яка б до-
зволила показати необхідну кількість постів для того, 
щоб можна було контролювати та стежити за важкою 
екологічною ситуацією, що склалася у місті.
Для досягнення поставленої мети автором були 
вирішені наступні наукові задачі:
– здійснення аналізу світового досвіду організації 
систем моніторингу на об’єктах урановидобувної та 
переробної промисловостей, з використанням фондо-
вих даних;
– розглянуто екологічну ситуацію та радіоеколо-
гічний стан міста Дніпродзержинськ та території зони 
впливу хвостосховищ колишнього уранового вироб-
ництва ВО «Придніпровський хімічний завод» з вико-
ристанням фондових даних попередніх досліджень і 
матеріалів власних польових ландшафтно-геохімічних 
та радіоекологічних обстежень зазначених територій;
23
Экология
– розробці математичної мо-
делі комплексного моніторингу 
промислово-міської агломера-
ції міста Дніпродзержинська.
4. Система моніторингу, як 
складова частина контуру 
управління
Контур управління – об’єк-
тивно існуюча складова, що 
забезпечує будь-який процес 
управління, досить докладно 
досліджений вітчизняними [17, 
18] та зарубіжними [19–21] вче-
ними, що і показано на рис. 1. 
Об’єктом може бути як техніч-
ний агрегат, так і підприємство 
чи регіон навколишнього при-
родного середовища, що і буде 
пояснено у нашому випадку. 
Інформація про стан об’єкта 
управління постійно надходить 
до елементів спостереження і 
передається в підсистему збору 
та обробки інформації. Дані, що 
надходять, приводяться у від-
повідність з вимогами, раніше 
сформульованими в системі, і 
надходять одночасно в підсисте-
му аналізу даних і в самі бази 
даних. Безпосередньо бази да-
них, у свою чергу, мають зворот-
ний зв’язок з усіма підсистема-
ми, з якими вони взаємодіють. У 
бази даних і в підсистему збору 
даних також може надходити ін-
формація від зовнішніх джерел 
(якщо такі занесені як елементи, 
що надають інформацію).
Підсистема аналізу даних покликана 
систематизувати всі інформаційні елементи за 
певний проміжок часу і сформулювати завдання 
прогнозу розвитку ситуації і визначення впливів 
на об‘єкт управління або його складові частини. На 
основі отриманих завдань підсистема моделювання 
та визначення варіантів керуючих рішень здійснює 
моделювання заданих сценаріїв розвитку ситуації, 
на підставі яких розробляє варіанти управлінських 
рішень. Ці варіанти доповідаються керівнику – особі, 
що приймає рішення, який може, у відповідності зі 
своїми обов’язками та за допомогою проаналізованих 
критерій вибрати один з варіантів або доручити зробити 
(прийняти) інший. Тоді підсистема моделювання 
продовжує працювати до отримання результату, який 
задовольняє керівника та вимогам, щодо прийняття 
рішень управлінських рішень на заданих об’єктах.
Після прийняття рішення воно надходить в під-
систему оформлення та доведення рішення, де набу-
ває форму, раніше визначену системою (наприклад, 
управляючі дії у вигляді телекомунікаційних команд в 
автоматизованих системах, у формі розпоряджень, на-
казів, інструкцій в адміністративних системах тощо). 
Елементи впливу або підрозділу адміністративної 
структури впливають на об’єкт управління відповідно 
до отриманих команд. Результати вимірювання в стані 
об’єкта управління фіксуються елементами спостере-
ження і починається новий цикл процесу управління.
5. Формування загального опису процесу управління у 
контурі та його обговорення 
Складова частина контуру управління, що забез-
печує збір обробку даних і моделювання (прогнозу-
вання) ситуації є системою моніторингу. Загальний 








I V(x(tk),tk) Q(x t)dt (u K u u K u )dt
2
− −
= + + +∫ ∫ , (1)
 
де х – n-вимірний вектор стану об’єкта, що нале-
жить простору Rx, u – m-вимірний вектор керуючих 
впливів, uр – m-вимірний вектор оптимальних керу-
ючих впливів, V (x (tk), tk) і Q (x, t) – що задані, як 
позитивно-визначені і диференціюються x в Rx ска-
 
Рис. 1. Контур управління та його складові частини
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лярні функції зазначених аргументів, K=diag (k1.....km) – 
матриця заданих коефіцієнтів, [to, tk] – заданий цикл 
процесу управління у часі. 
Математично задача управління зводиться до 
утримання фазового вектора всередині заданої області 
Ωд простору станів Ω, що досягається мінімізацією 
функціоналу (1). 
Якщо стан об’єкта управління описується прогноз-
ною моделлю, то управління об’єктом як мінімізація 
функціоналу (1) буде описуватися:
1 1x f(x t) (x t)v, v u= = φ = ,  (2)
де 1f(x t)  і 1(x t)φ  – n-мірна і матрична (n+m) ди-
ференціюються по x в Rx функції зазначених аргу-
ментів, v-m-вимірний вектор стану об’єкта управління, 
u-m-вимірний вектор шуканих швидкостей зміни еле-
ментів впливу, що входять в останню складову частину 
функціоналу (1). 
У загальному випадку вектор u може входити в 
функцію V і Q функціоналу (1). Припустимо, що в (1) 













= − τ τ
α∫ ,    (3)
де τ прискорений час з масштабом прискорення , 
тобто τu=(поточний момент часу), (кінцевий момент 
циклу управління), Z(τ) матрична функція (n×m) з 
нульовими початковими умовами Z (τn)=0,xm – моде-
лювання (прогнозований) вектор стану. 
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Початковою умовою для (4) є збіг векторів, тобто
M u u
M u u
X ( ) X(t )
V ( ) V(t )
τ = 
τ = 
.     (5)
Як зазначалося раніше, формально, з точки зору 
математики, завдання управління зводиться до утри-
мання фазового вектора до заданої області фазово-
го простору. Це робиться введенням функції збитку 
(втрати, штраф і т. д.) у вигляді:









    
                          при X(t)∉Ωд, (6)
де р – n-мірний вектор, що відповідає координатам збит-
ку, які характеризуються строгістю кордонів області Ωд. 
Якщо область Ωд опуклий багатогранник, то ма-
тричне управління являє собою рівняння гіперплощи-
ни відповідної грані Ωд. 
Нехай є стаціонарний лінійний об’єкт: 
X X bv, v u+α = =      (7)
та стаціонарна функція збитку (6). Тоді рішенням 
рівняння (1) при нульових початкових умовах, зада-
них в момент τu, буде матрична функція: 
u
'Z( ) exp ( )d b
τ
τ
  τ =ℵ −ℵα τ − τ τ  ∫ .     (8)
6. Висновки
Розробка математичної моделі системи комплекс-
ного автоматизованого радіоекологічного моніторин-
гу стане першим етапом для функціонування такої 
системи. За допомогою математичної моделі можливо 
аргументувати, яку саме кількість постів (одиничних 
елементів) потрібно встановити на досліджуваній те-
риторії, щоб при найменших економічних затратах 
контролювати радіаційну обстановку у місті. 
Проаналізувавши досвід провідних країн, мож-
на побачити, що уже при початку видобутку вони 
турбуються про кінцевий результат або залучається 
неймовірна кількість коштів, щоб не тільки очистити 
забруднені території, а й привести їх в суспільно прий-
нятний естетичний стан. Важливо підкреслити, що 
істотні відмінності у вартості програм визначаються 
лише планованим кінцевим станом і рівнем соціальної 
прийнятності очікуваного результату реабілітації. 
Отже, при розробці математичної моделі системи 
радіоекологічного моніторингу промислово-міської 
агломерації міста Дніпродзержинська, характеризую-
чи стан об’єкта управління, в тому числі і регіональної 
ділянки природної сфери, що визначається зміною 
матриць a і b, перша з яких характеризує елементи спо -
стереження за об’єктом управління, а друга – елементи 
впливу на об’єкт управління. Це дає нам змогу розра-
хувати найоптимальнішу кількість постів (одиночних 
елементів) системи комплексного автоматизованого 
радіоекологічного моніторингу для промислово-місь-
кої агломерації м. Дніпродзержинська, що стане пер-
шим етапом на шляху до ремедіації та реабілітації 
зазначеної території, з урахуванням всіх кліматич-
них факторів та особливостей місцевого ландшафту, 
що дозволить контролювати екологічну ситуацію, що 
склалася на даний час у м. Дніпродзержинську.
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